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NOTA TECNICA

1 INTRODUCAO!

Imagine uma lista de municipios ordenada de forma decrescente, conforme sua
populacdo. Mais do que isto, imagine que, nesta lista, o primeiro municipio tem o dobro da populacdo
do segundo que, por sua vez, é trés vezes maior que o terceiro e assim por diante. Em outras palavras,
a probabilidade de que um municipio tenha populagdo maior do que um valor S é dada por:
P(tamanho > S) = A/S?, com b =~ 1.

Este padrdao é denominado lei de Zipf, em homenagem ao seu descobridor, o linguista
George Kingsley Zipf, que descobriu esta regularidade empirica em seus estudos de linguistica. Como
observou Monasterio (2004), a lei ndo é uma “Lei” justamente por ser uma aproximacdo estatistica.
Algebricamente, considere a seguinte rela¢do entre o ranking dos municipios e sua populagdo:

R=AS7? (1)

Nessa relagdo, R é a posi¢cdo do municipio no ranking (ordenado de forma decrescente),
A é uma constante, S é a populacdo urbana do municipio e b € um parametro que, se observada a lei
de Zipf, assume valor unitdrio. A mesma relagdo pode ser mais facilmente observada em escala

o“n
|

logaritmica: In(R;) = A — bin(S;), ja acrescentando “i” para denotar o municipio (i =1,..., n).

Estatisticamente falando, estima-se:

In(R;)) = A+ bIn(S;) +¢; (2)

A relacdo (2) é uma regressao simples, que pode ser estimada por Minimos Quadrados
Ordindrios (MQO). Como ja dito, se a lei de Zipf é observada, espera-se que o coeficiente estimado de
b seja n3o nulo e préximo a -12. Gabaix (1999) refere-se a esta distribuicdo como o steady state de

outra “lei”, a lei de Gibrat. Em suas palavras:

Consider a situation where there are a fixed number of cities [...], and that, over time,
their sizes grow (and possibly shrink) stochastically. Assume only that, at least for a
certain range of (normalized) sizes, the cities follow similar processes; i.e., their
growth processes have a common mean (equal to the mean city growth rate) and a
common variance. This homogeneity of growth processes is often referred to as
Gibrat’s law, after Gibrat [1931]. Then, automatically, in the steady state, the
distribution of cities in that range will follow Zipf’s law with a power exponent of 1.
(Gabaix, 1999, p.741)

1 Agradeco a Caio Gongalves e Priscila Garcia Maia, ambos da Coordenagdo de Indicadores Sociais sediada na Diretoria de
Estatistica e Informagdes (CIS-DIREI) desta fundagdo, pela ajuda com a construgdo da base de dados.

O leitor interessado em desdobramentos da lei de Zipf, com énfase em estudos de economia regional e urbana,
encontrard uma étima resenha em Orellana Aragén (2009).
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Assim, embora pareca uma curiosidade estatistica®, ha evidéncias de que a lei seja
relacionada com a atividade econdmica das regides. Outro autor, Orellana Aragdn (2009), oferece uma

possivel explicacdo para o fen6meno:

[...] as distribui¢des do tamanho das cidades apresentam peculiaridades proprias
quando se trata de distribuicGes fortemente assimétricas. Em efeito, quando existem
muitas cidades pequenas e poucas grandes, o que acontece é que o numero de
cidades grandes em cada classe decresce conforme aumenta a dimensdo que
caracteriza aquela classe.

A configuragdo espacial do equilibrio que define o nimero e tamanho dos nucleos
urbanos pode [sic] ser entendida como o resultado de um processo que participam
dois tipos de forgas opostas, como se explicou anteriormente: forgas centripetas ou
de aglomeragao e forgas centrifugas ou de dispersdao. O equilibrio espacial
correspondente é o resultado de uma complicada interacdo de forgas que puxam e
que tiram de consumidores e empresas, até que possam procurar uma localizagdo
melhor (Orellana Aragén, 2009, p.43).

Além disso, no modelo econémico inicial elaborado por Gabaix (1999), a convergéncia, no
tempo, para o estado estaciondrio da lei de Gibrat, ou seja, para a lei de Zipf, baseia-se nas escolhas
de individuos que, nascendo em uma cidade, buscam maximizar seu gasto com comodidades
(amenities) que, supostamente, sdo distribuidos de forma idéntica e independente (II1D). Supondo que
a fungao de produgdo em cada cidade tenha retornos constantes de escala, é possivel mostrar que o
processo de crescimento serd similar entre as cidades, independentemente do tamanho (populag3o)
inicial dessas.

Apesar desses insights, ndo existe, na literatura, uma explicacdo definitiva para o
comportamento das populagdes municipais em “cumprimento” da lei de Zipf. Nesta nota, avalia-se a
aderéncia da lei a populagdo urbana dos municipios brasileiros. A inovagao do trabalho é a populagéo
das dreas urbanas, construidas experimentalmente pela Coordenacdo de Indicadores Sociais da
Diretoria de Estatistica e Informac&es da Fundacdo Jodo Pinheiro (CIS-Direi/FJP), com base no Censo
de 2022 e nas areas urbanizadas elaboradas pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE?).
O uso destas areas busca corrigir o problema da classificagdo tradicional de populagdo urbana/rural de

um municipio®.

Em trabalhos anteriores, Shikida, Nobre Fernandez e Carraro (2019) e Shikida e Comitti (2020) investigaram a aderéncia
dos dados a lei de Zipf, respectivamente, em dados do campeonato brasileiro e de casos reportados de Covid-19 no Brasil.
4 Ver: IBGE, [2019?].

A classificacdo tradicional, estabelecida pelo primeiro governo Vargas, definiu que a populagdo da sede de um municipio
seria considerada como urbana, independentemente de suas caracteristicas.
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2 INDICIOS SOBRE A LEI DE ZIPF

A base de dados contém 5.520 municipios com populacdo urbana que assumem valores
ndo nulos®. Partindo dos municipios ordenados por sua populacdo urbana (de forma decrescente), o
exercicio desta nota consiste em calcular sucessivas regressdes em que, a cada nova estimacao, inclui-
se um municipio na amostra — desse modo, foram estimadas 5.519 regressdes. Isso permite verificar,
aproximadamente, até que ponto da distribuicdo dos municipios a lei de Zipf é verificada.

Nesse sentido, a Gréfico 1 a seguir mostra o comportamento do coeficiente “b”’.
Gréfico 1: Estimativa da lei de Zipf — Coeficiente x NUmero de observagGes
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Fonte: Calculos do autor.

Observa-se que, a despeito de uma queda inicial, o coeficiente converge para -1 quando
0 numero de municipios usados nas regressdes aumenta. A convergéncia se dd em municipios com
areas urbanas em torno de 19 mil habitantes. A partir dai, as estimativas mostram um afastamento da
lei de Zipf. Isso significa que esta parece operar para, aproximadamente, os 1.050 ou 1.170 maiores
municipios — quando se considera o b estimado em torno de -0.99. Dai em diante, a inclusdo de outros
municipios lentamente leva o coeficiente para valores proximos de -0.668.

Lembrando o modelo de Gabaix (1999) mencionado anteriormente, talvez seja possivel

afirmar que, no Brasil, ele tenha boa aderéncia para municipios de populacdo urbana préxima ou maior

6 A base de dados contém mais 49 municipios, mas com populagdo urbana igual a zero.

7 As estimagdes foram feitas no programa R.

8 Segundo Gabaix (1999), a elevada variancia das pequenas cidades seria uma explicagdo para o desvio dos coeficientes
estimados em relagdo ao steady state representado pela lei de Zipf.
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do que 19 mil habitantes. Ou seja, o crescimento da populacdo urbana leva ao estado estaciondrio
neste nivel. Esta “conclusdo”, é bom lembrar, limita-se a amostra analisada.

Dito isso, vale pensar também nas possibilidades de extensdo deste estudo. Existem
variadas possibilidades de investigacdo. Por exemplo, pode-se perguntar se existe maior
homogeneidade na dinamica econdmica de municipios com popula¢ao urbana maior do que 19 mil
habitantes. Outra questdo é analisar a base industrial das cidades nos desvios observados da lei de

Zipf. A estimativa por corte regional ou estadual também é outra possibilidade.

3 A GUISA DE CONCLUSAO

Esta nota usou os dados mais recentes do Censo do IBGE combinados com as areas
urbanas calculadas pela FJP para verificar a adequagdo das populagdes urbanas dos municipios
brasileiros a lei de Zipf. Mostrou-se que a curiosa relagdo pode ser pensada como o estado estaciondrio
de um processo econdmico-demografico baseado na lei de Gibrat, tal como exposto por Gabaix (1999).
Os resultados indicam que a lei de Zipf é observada quando a regressao envolve os primeiros 1.050 a
1.170 municipios.

O resultado ndao foge muito ao que se encontra na literatura, mas é desejavel —
recomenddvel até — que sejam feitos mais testes (inclusive, com outros métodos de ajuste). Além
disso, pode-se experimentar a checagem com areas urbanas construidas com outros critérios.
Finalmente, estimacgGes considerando o corte estadual ou regional também pode ser um caminho para
novas descobertas acerca das dinamicas regionais (o que possibilita, inclusive, como ja fizeram alguns
autores mencionados, a construcdo de modelos tedricos que considerem a regularidade de Zipf nos
sistemas econémicos). Sdo todas sugestdes para aprofundamentos sobre os resultados encontrados

aqui.
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